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第一讲：工程实际问题分析1 
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• 王勖成.  有限单元法. 清华大学出版社. 
2003.  
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 徐芝纶. 弹性力学 (上册，第三版). 高等教
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引言 

 首先，给大家分析一些工程实际问题。 

 其次，引导大家如何就实际问题去运用所学的
力学知识分析问题。 

 最后，由实际问题切入有限元，摆脱单纯的理
论讲解。 
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Examples of industrial work 1 
                                                              油田抽油装置 
• Sampson post of pumping unit (1991-1992) 

 Further improvement 

工程改进案例1： 
       工程中抽油装置在周期荷载的作用下，由于曲
柄的往复摆动，与底座的连接部分（如图2中红色圆圈
部分）有弯矩作用，长期如此出现裂纹，最终裂纹扩展，
断裂破坏。改进后的装置如图（3）所示。 
       对于井架部分，井架的顶部水平荷载作用下对
井架底部产生弯矩，这是影响井架生命周期的不利因素。
我们将来的改进方案（图4所示）是让井架顶部的荷载
不对井架底部产生弯矩，并且同时解决底座周期荷载下
产生裂纹的问题。大家可以思考如何布置结构才能解决
此问题？ 
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Mass: 
          2280kg 

Displacement: 
          4.4 mm 

Max. stress: 
         132 MPa 

Mass: 
          1421kg 

Displacement: 
          3.1 mm 

Max. stress: 
          58 MPa 

工程改进案例2: 
       抽油装置的井架，原结构如图（1）
所示，通过软件模拟分析，发现这种井架
下部的大部分杆件是不受力的或者受力相
对很小，这就造成了材料的浪费，于是就
对原井架做出大胆的修改，修改之后的结
构如图（2）所示，对修改后的结构通过
建模，并用软件分析，发现每根杆件受力
情况很理想。 
       修改前后各项参数的对比如方框
中所示。可以看出但就材料使用上来说，
第二种方案可以节省材料800多千克，通
过这个例子就是想告诉大家两个问题，一
是懂得批判，学会尝试，很多新颖的设想
都是源于大胆的尝试。二是计算机编程的
重要性，当代许多问题都是基于计算机，
如果自己能够学会就问题写出程序，最后
在解决问题，自己解决问题的能力将得到
很大的提升。 
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Examples of industrial work (2) 

• Workover rig mast (1993-1994) 

Max. stress: 325 MPa Max. stress: 180 MPa 

工程改进案例3： 
      消防救援车，升降架

部分改进,改进前如图
（1）所示，改进后如图
（2）所示，并列举出节
点处的最大应力参数作
对比。 
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Examples of industrial work (3) 

L140X140X12/16Mn I160×88×6/A3 

 Further studies 

工程改进案例4：槽钢部分改进 



思考题： 
    在不进
行计算的情
况下，试分
析以下4种
结构，在哪
种受力形式
下，结构的
布置最为合
理？ 
 
P表示荷载 
M表示弯矩 

P P P 

P P 

P P P P P 

P P P P P P 
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   第二讲：工程实际问题分析2 

• 课程内容回顾  ： 
•         上节课讲解
了部分工程实际问题，
以及如何对工程实际
问题受力分析的方法，
又强调应用计算机编
程在现在解决实际问
题中的重要性。 

 

• 本堂课主要内容： 
•          先是讲解一
些工程实际问题，再结
合习题了解简单的有限
单元法。 
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Examples of industrial work (4) 

• FRP sucker rod End-fitting (1997-1998) 

玻璃钢抽油杆简单介绍： 
        玻璃钢抽油杆全称是玻璃纤维增强塑料抽油杆，是由树脂和
玻璃纤维按一定比例，通过专门的拉挤和固化工艺制作而成的；它是
由玻璃钢杆体和两端带螺纹的钢接头用高粘度环氧树脂粘合剂粘接而
成。 
        玻璃钢纤维具有较高的强度，它是通过减少材料缺陷，而提
升自身强度。 



Fatigue cycles: 6.9 million 

Fatigue cycles: 2.4 million 

Idea for further improvement 

3 

3 2 

2 

1 

1 
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 计算模型的正确建立和合理简化： 

 几何模型的正确性； 

 单元类型的合理性； 

 载荷及边界条件的正确性； 

如何有效求得正确结果 

 网格的合理划分； 

 非线性因素的正确考虑…… 

 材料特性的合理选取； 



材料自增强处理（对结构
有利） 
       自增强处理主要是利用残余应
力在构件工作时，抵消部分工作应力，
延长使用寿命，延长疲劳出现的时间。 
       例如一个钢管S1内径稍小于另
一个钢管S2的外径，加热后套在一起，
冷却后就在内管表面形成残余应力，在
枪炮管制作过程中，就是利用这种制作
工艺在内管形成残余应力来抵消部分工
作应力，从而延长使用寿命。 
                                
                                      
S1 
 
S2 
 
 
 
          

S1 

非
线
性
问
题 
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Examples of industrial work (5) 

• Forming process of spiral welded pipes (1999) 
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Examples of industrial work (6) 
• 工程改进案例6 ：龙门导轨磨床(2011) 

床身重量: 39.598吨 

导轨最大变形： 8.1e-2mm 

床身重量: 25.274吨 

导轨最大变形： 6.5e-2 mm 

通过建模分析，
磨床在很多地
方的材料没有
发挥受力的作
用，这就造成
材料冗余，对
此我们进行了
以下方面的修
改。 
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科技高度发展的时代 

给设计人员的力学素质提出了高要求 

 软件开发商宣称要开发“傻瓜”软件； 

 工程专家指出滥用软件的事例层出不穷； 

 用先进软件得出错误结果的事每天都在发生； 

 设计人员必须具备相应的理论基础。 



3

2l
ll ADAB 

列出平衡方程： 

0 xF
0

32

0

1 30cos30cos NNN FFF 

0 yF

即：   

 1323 321 NNN FFF 

 2231 FFF NN 

列出变形几何关系       

，则AB、AD杆长为 l解：设AC杆杆长为 

F 

30
A

B

C
30

D

1

2

3

F 

A x

y
1NF

2NF

3NF

例题 3杆材料相同，AB杆面积为200mm2，AC杆面积为300 mm2，
AD杆面积为400 mm2，若F=30kN，试计算各杆的应力。 
 

FFF NN  0

3

0

1 30sin30sin
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即：    1323 321 NNN FFF 

 2231 FFF NN 

列出变形几何关系       
x

y

F 

A

1NF

2NF

3NF

x

y

A

A xu

yu

将A点的位移分量向各杆投
影.得 

1 sin cosy xl u u   

2 xl u 

3 sin cosy xl u u   
cos2 213 lll 变形关系为       

213 3 lll 

代入物理关系 

2

2

1

1

3

3 3

3

2

3

2

EA

lF

EA

lF

EA

lF NNN 

 322 213 NNN FFF 整理得 20 



                  

  

 

F 

30
A

B

C
30

D

1
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y

F 

A

1NF

2NF

3NF

x

y

A

A
x

y

 1323 321 NNN FFF 

 2231 FFF NN 

 322 213 NNN FFF 

联立(1)(2)(3)，解得： 

kN6.34
3

2
3  FFN

MPa6.863  （压） 

MPa8.262 

  kN04.8232  FFN

（拉） 

MPa1271 

kN4.25
3

2
21 








 FFN

（拉） 
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1 3
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23 3
( )
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y x

N N N
x

y x

x y
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

  


  


       


  


    

  

（1）

（2）

又因为 ， ，

带入（1）（2）式可得

31

1 3

3 31 1

1 3 1 3

3 31 2 1

1 2 3 1 3

3 3
( ) 0

2 2

3 3 1 1

2 2 2 2 2
=

023 3 3 3

2 2 2 2

x y

x

y

EAEA
u u

l l

EA EAEA EA

ul l l l F

uEA EAEA EA EA

l l l l l







  


 
   

    
    

      
  

将上式写成矩阵形式

上述写成矩阵形式的目的是，这样得到的矩阵就可以用计算机编程来处理，

只需要输入相关参数就可以，对于大型的结构，就能显示出利用矩阵形式的优越性。
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第三讲：有限单元法中整体和单元刚度矩阵 

1 

2 4 

3 5 

6 

思考如何求图示桁架结构的轴力？ 
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下面推导在确定一根杆两端位移的情况下怎么求杆的轴力： 

1 1

' '

2 2

2 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 1 2 2

1 1 2 2

1

(x x ) (y y )

i i j j

i

i

j

j

ij i

j i j

l

l l l l
dl dx dx dy dy

x x y y

l l l l
x y x y

x y x y

x

yl l l l

xx y x y

y

   

   
   
   

   
       
   

 
 
             

   

图中 杆表示原杆， 端坐标为（x ,y）

端坐标为(x ,y )， 表示变形后的杆

原杆长度为：

  

1 2 1 2 2 1 2 1

1 1 2 2

, , ,

l u

x x y y x x y yl l l l

x l y l x l y l



      
   

   
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i

xN

i

yN

j

yN

j

xN

iN

jN

①在图示坐标系下杆端轴力表示如下： 

y

i

x

i

y

j

x i

j

y i

i j

j j

N i

N i

N

N

N i

N i y









表示 端x方向的分力    

表示 端y方向的分力     

表示j端x方向的分力，   x表示整体坐标系下i端位移

表示j端x方向的分力，   表示整体坐标系下i端位移

表示 端x方向所受的轴力， x 表示整体坐标系下j端位移

表示 端x方向所受的轴力， 表示整体坐标系下j端位移

2 1

1 1

2 1

1 1

2 1

2

2 1

2

1 1

cos ( )

sin ( )

cos

cos

i i j j

i j x y x y

i

x i i i i

i

y i i i i

j

x j j j

j

y j j j

i i j

N N N N N N

x x l l
N N N N N

l x x

y y l l
N N N N N

l y y

x x l
N N N N

l x

y y l
N N N N

l y

l l l
N N N

x x









  
     

 

  
     

 

 
     



 
     



  
  

 

当 ， 为压力时， ， ， ， 正方向如图示

由等式右侧项为 ， ，
2 2

,

j

i j

l
N

x y

N N




 
，

其中负号表示 为压力。
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i

xN

i

yN

j

yN

j

xN

iN

jN 2 1

1 1

2 1

1 1

2 1

2

2 1

2

1 1 2

cos ( )

sin ( )

cos

cos

i i j j

i j x y x y

i

x i i i i

i

y i i i i

j

x j j j

j

y j j j

i i j

N N N N N N

x x l l
N N N N N

l x x

y y l l
N N N N N

l y y

x x l
N N N N

l x

y y l
N N N N

l y

l l l
N N N N

x x x









  
       

 

  
       

 

 
  



 
  



  

  

当 ， 为拉力时， ， ， ， 正方向如图示

由等式右侧项为 ， ， ，
2

,

j

i j

l

y

N N





其中 为拉力。

y

i

x

i

y

j

x i

j

y i

i j

j j

N i

N i

N

N

N i

N i y









表示 端x方向的分力    

表示 端y方向的分力     

表示j端x方向的分力，   x表示整体坐标系下i端位移

表示j端x方向的分力，   表示整体坐标系下i端位移

表示 端x方向所受的轴力， x 表示整体坐标系下j端位移

表示 端x方向所受的轴力， 表示整体坐标系下j端位移

②在图示坐标系下杆端轴力表示如下： 
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i

xN

i

yN

j

yN

j

xN

iN

jN

y

i

x

i

y

j

x i

j

y i

i j

j j

N i

N i

N

N

N i

N i y









表示 端x方向的分力    

表示 端y方向的分力     

表示j端x方向的分力，   x表示整体坐标系下i端位移

表示j端x方向的分力，   表示整体坐标系下i端位移

表示 端x方向所受的轴力， x 表示整体坐标系下j端位移

表示 端x方向所受的轴力， 表示整体坐标系下j端位移

1 2

1

1 2

1

1 2

2

1 2

2

1 1 2 2

cos

sin

cos

cos

,

i i j j

i j x y x y

i

x i i i

i

y i i i

j

x j j j

j

y j j j

i i j j

i

N N N N N N

x x l
N N N N

l x

y y l
N N N N

l y

x x l
N N N N

l x

y y l
N N N N

l y

l l l l
N N N N

x x x y

N N









 
     



 
     



 
   



 
   



   

   

当 ， 为压力时， ， ， ， 正方向如图示

由等式右侧项为- ，- ，- ，-

其中负号表示 j为压力。

③在图示坐标系下杆端轴力表示如下： 

27 



i

xN

i

yN

j

yN

j

xN

iN

jN

y

i

x

i

y

j

x i

j

y i

i j

j j

N i

N i

N

N

N i

N i y









表示 端x方向的分力    

表示 端y方向的分力     

表示j端x方向的分力，   x表示整体坐标系下i端位移

表示j端x方向的分力，   表示整体坐标系下i端位移

表示 端x方向所受的轴力， x 表示整体坐标系下j端位移

表示 端x方向所受的轴力， 表示整体坐标系下j端位移

1 2

1

1 2

1

1 2

2 2

1 2

2 2

1 1 2

cos

sin

cos ( )

cos ( )

i i j j

i j x y x y

i

x i i i

i

y i i i

j

x j j j j

j

y j j j j

i i j

N N N N N N

x x l
N N N N

l x

y y l
N N N N

l y

x x l l
N N N N N

l x x

y y l l
N N N N N

l y y

l l l
N N N N

x x x









 
  



 
  



  
       

 

  
       
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  

当 ， 为拉力时， ， ， ， 正方向如图示

由等式右侧项为 ， ， ，
2

,

j

i j

l

y

N N





其中 为拉力。

④在图示坐标系下杆端轴力表示如下： 
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由于材料力学中二力杆与变形之间的关系可知

为弹性模量， 为杆件的横截面面积

由前面推导可知

由前面1，2，3，4几种情况可知杆端力分量杆端力的关系

  

1 1

1 1 1

1 1 2 2

2 2 2

2 2 2

i
ix

i i

y

j

x
j j

y

j

l l

x x

xNl l l
N

y y yN EA EA l l l l
l u

Nl l ll l x y x y
N

x x xN

l l l
N

y y y

      
      
     

        
      

                                              
       
     

       

i

j

j

y

x

y

 
 
 

 
   

29 



2

1 1 1 1 2 1 2

2

1 1 1 2 1 1 2

2

1 2 2 1 2 2 2

2

1 2 1 2 2 2 2

( )

( )

( )

( )

i

i

j

j

l l l l l l l

x x y x x x y

xl l l l l l l

yx y y x y y yEA

xl l l l l l ll

x x x y x x y y

l l l l l l l

x y y y x y y

       
       
 

        
 
        

        
         

       
 
       

2 2

2 2

2 2

2 2

cos sin cos cos sin cos

sin cos sin sin cos sin

cos sin cos cos sin cos

sin cos sin sin cos sin

i

i

j

j

x

yEA

xl

y

     

     

     

     







   
  
    

    
       

30 



第四讲：由单元刚度矩阵合成整体刚度矩阵 

其中1、2、3、4、5、6、7、8为节点编号 

在实际工程中，每个节点（除1、2外）

都是焊接的，所以在结构受力的情况
下，任意一根杆件会发生弯曲转动，
产生弯矩，所以平衡方程在节点的x、
y方向除合力平衡外还应加入力矩平
衡方程。 
上节课讲到杆端力与杆端位移的关系 
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方便起见我们将刚度矩阵用 表示，位移列阵用 表示

则原方程可以写成：

，在单位位移作用下则
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， 、 、 、 分别表示 两点

的水平和垂直方向的位移,将刚度矩阵分块，

左上角矩阵表示 节点产生单位位移时在i节点产生的杆端力，

左下角矩阵是表示 节点产生单位位移时在j节点产生的杆端力,

右上角矩阵是表示j节点产生单位位移时在i节点产生的杆端力,

右下角矩阵是表示j节点产生单位位移时在j节点产生的杆端力,
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

            桁架整体的节点力与节点位移关系

表示节点 在 轴所受的水平荷载， 表示节点 在 轴所受的水平荷载，

表示整体刚度矩阵， ， （i=1、2 8）表示各节点的水平和竖向位移。

下面介绍单元刚度矩阵怎么集成整体刚度矩阵：

j=5 

i=8 

E8 
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1 2

,

(i 0;i E ;i )

E

( ),

n

i Ei

i i

for

for

k

v v

   

在计算机中用 语句可以实现由单元刚度矩阵到整体刚度矩阵的集成

其中需要输入的参数

每根杆两端点 坐标 （坐标）

以上形成的整体刚度矩阵是自由无约束限制的，此时的刚度矩阵为奇

异矩阵（不可逆），在加上约束之后的整体刚度矩阵的变换方法如

《有限单元法》中P73页所示
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第五讲：非节点位置的相关问题 

上节课讲到每根杆件单元在节点力作
用下合成整体节点荷载阵，那么在非
节点力作用下（如左图线性荷载和集
中荷载作用在杆单元中部）求解节点
荷载列阵时就需要将非节点荷载转化
为节点荷载。 

非节点荷载作用下 等效节点荷载作用下 
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以上讲解的例子均是存在节点的结构，思考一下，对于没有节点的
结构我们怎么求它上面抹一点的位移与力的关系？ 

⑴ 

如图（1）示车轮，就是无节点的结
构，那么要求轮盘表面上A点的位移，
该如何求？ 

下面我们就以杆件单元上某点位移与单元节点位移之间的关系推导
如何求无节点单元上某点的位移。 

任意拿一杆件单元来来分析： 

红色的杆件表示原
杆件，蓝色表示发
生位移后的杆件 
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表示点的形函数， 表示点的位移

表示点的形函数， 表示点的位移

由左边杆单元  

x=0时 

时

x=0时 
由此猜想怎样求形函数 ， 且能使

时
下面来做分析形函数求法（线性变形） 
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-

杆件的伸长量 是关于i点位移 =( 和 点位

移 =( 的函数所以 亦是 两点位移的函数

，又因为

所以只要知道位移 39 



x 

变形前后三
角形单元各
节点位移如
图变化x点
的位移如红
色部分所示 

x 

3

1

(x) (x) (x)

(x)

(x) (x) (x)
,

(x) ( ) ( )

i i

i

i i

j

i

u u N u

N u i

u u u

x y z

u



   



 

  
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  



引入求位移的函数

某节点i位移的形函数， 某节点的位移

若位移求得便可以求出某点应变（ , ）

切应变 （ ） F 边界上的面力

无节点物体，内部点的位移的处理方法 
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回顾材料力学中平面应力状态下，单元体某斜截面上的正应力与切应力的求法 

 x

 y

 yx

 xy

1.斜截面上的应力 

 y

 xy dS 

α 

n 

t 

x

yx

n 
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



过任意一点 的斜面面力矢为

该截面的法向量  的方向余弦 （ ， ）

平面上某一点处的面力集度与应力的关系：

可以想象，当应力单元体取自物体的表面，且

我们分析的单元体上的斜截面的法向量刚好跟

所取单元体那里一点的法向量相同，则F就表示

物体表面上的面力。

列平衡方程 

 y

 xy dS 

α 

n 

t 

x

yx
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应力状态的一般情况 
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    九个应力分量
中只有六个独立的
应力分量 

x xy xz

yx y yz

zx zy z

  

  
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②三维空间应力状态下 
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过空间某一点的斜截面，面力矢为 法向量为n，

法向量的方向余弦n （ ， ， ）

写成矩阵形式
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第六讲：弹性力学中的平衡方程与张量表示 

      因为分子间并非紧密无间隙排列的，如

图中的铁素体之间的分子排列形式，所以
无法单独对一个分子来受力分析（因为不
仅只有分子作用力），对此类物体的分析，
就用一个单位单元来包括一部分物体，将
单元包围的所有介质看成一个整体，进行
受力分析，来近似代替一个单元内所有分
子的受力状态，这就是连续介质力学中的
均质化方法，同时又要用到等效理论，以
上所做的工作目的就是为了求E（弹性模
量），v（泊松比）。 
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     取物体内部一立方块对其进行受力分析，先于材料力学上的某一
点应力状态的单元体区分开，从宏观层面来考虑。 
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均是应力张量，均是位置x,y函数

即 （x,y,z）, （x,y,z）, （x,y,z）是

位置函数，类似位移 是点 的位

置函数。

x正面上的面力和负面上的面力存在如下关系

yy

zz

xx
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'

'

'

'

' '

'

'

( ' ) ( ) ( ) 0

yy

yy yy

yx

yx yx

yz

yz yz

zz
zz zz

zx
zx zx

zy

zy zy

xx xx yx yx zx zx

dy
y

dy
y

dy
y

dz
z

dz
z

dz
z

x

dydz dxdz dxdy


 


 


 


 


 


 

     


 




 




 




 




 




 



     

y正面上的面力和负面上的面力存在如下关系

y正面上的面力和负面上的面力存在如下关系

方向受力平衡

简化得: 0

0

yxxx zx

yxxx zx

dxdydz dxdydz dxdydz
x y z

x y z

 

 

 
  

  

 
  

  
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,

0

0

, ,

0

0

0

0

yy xy zy

yz xzzz

yxxx zx

yy xy zy

yz xzzz

ij j

y x z

z y x

x y z

x y z

y x z

z y x

  

 

 

  

 



  
  

  

 
  

  

 
  

  

  
  

  

 
  

  



同理由y方向受力平衡，可简化得

同理由z方向受力平衡，可简化得

综合 方向受力平衡的结果得到三个式子

表示成张量的形式

其中“，”逗号表示对其后面的量求偏导，其中ij ,

, , ,x ,y ,z

,x ,y ,z

= 0(j x, y, z)

0;

ij j

ij j ij j ix iy iz

xx xy xz

j

i

x



    

  

   

   

为指标， 是指标符号

关于指标运算，有一个约定，即爱因斯坦（Einstein）求和约定：

在一个式子的某一项中，如果有一个指标出现两次，则这一项就应对这一指标的

所有允许值求和。例如 中指标 重复出现两次则

不重复出现的指标 称为自由指标，取一个值对应一个方程，即x=i时上式变成

,x ,y ,z ,x ,y ,z0; 0.yx yy yz zx zy zzy x z           时 时
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2
' '

2
( ' ) ( ) ( ) +xx xx yx yx zx zx x

yxxx zx
x x

yy xy zy

y y

yz xzzz

x

dydz dxdz dxdy f dxdydz
t

f u
x y z

f u
y x z

z y x

      

 


  


 


     



 
   

  

  
   

  

 
 

  

若考虑在动力平衡条件下建立平衡方程引入位移u(x,y,z,t)

对 方向受力分析，应用牛顿第二定律可知

u(x,y,z,t)

, ( , , )

(x, y, z), (x, y, z), (x, y, z),

=

z z x y z

x y z

ij ij

f u f f f

u u u

u
u u

x

 

  

 


 



表示体积力， 表示密度

所以在实际问题中我们要求的量有

等各方向的位移分量

要找出 的关系，必须先找出 的关系， 。
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    第七讲：位移与应变的关系 

y 

x 
o 

 一维情况下（小变形） 
变形后微段的长度： 
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 二维情况下（小变形） 

x 

y 

o 

把物体内一点的微元体取出分析该微元体
的变形情况 
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' 1 1

' 2 2

(x, y) , ,

( , ) ( , ) ( ( , ), y ( , ))

2 ( , ) ( , ) ( ( , ), y ( , ))

( , ) ( ( , ), ( , )), ( , ) ( ( , ), ( , ))

x y

x y

x y

x y x y

u u u x y

u x y x y x u x y u x y

u x dx y x dx y x dx u x dx y u x dx y

u x y u x y u x y u x dx y u x dx y u x dx y

   

        

    

位移 是位置函数， 表示位移在 方向的分量

1点坐标

点坐标

变形后1' ' ' 2 1 2 2 1 2

'

2 1 2 1

2 1 2 1

' 2 2 2

2 [( ) ] ( )

( , )
= ( , ) ( , )

( , )
= ( , ) ( , )

( , ) ( , )( , ) ( , )
[ ] ( ) [ 1] ( )

x x y y

xx

x
x x x x

y

y y y y

y yx x

dx u u dx u u

dx dx

dx

u x y
u u u x dx y u x y dx

x

u x y
u u u x dx y u x y dx

x

u x y u x yu x y u x y
dx dx dx dx

x x x x



    





   




   



  
     

   

边的长度

其中

2

'

( , ) ( , )
1

( , )
( 1)

( , ) ( , )
=( 1) ,

y x

x

x x
xx

dx

u x y u x y

x x

u x y
dx dx

u x y u x yxdx dx
x dx x



 
 

 


 

   
 

由于变形微小，所以有
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' 3 3

' 1 1

' ' ' 3 1 2 3 1

3 ( , ) ( , ) ( ( , ), ( , ))

( , ) ( , ) ( ( , ), y ( , ))

( , ) ( ( , ), ( , )), ( , ) ( ( , ), ( , ))

2 ( ) ( dy

x y

x y

x y x y

x x y y

u x y dy x y dy x u x y dy y dy u x y dy

u x y x y x u x y u x y

u x y u x y u x y u x y dy u x y dy u x y dy

dy u u u u

        

   

    

    

点坐标

1点坐标

变形后1 边的长度 2

'

3 1 3 1

3 1 3 1

' 2 2 2

)

( , )
= ( , ) ( , )

( , )
= ( , ) ( , )

( , ) ( , )( , ) ( , )
( ) ( ) ( ) ( 1)

( , )( , )

yy

x
x x x x

y

y y y y

y yx x

yx

dy dy

dy

u x y
u u u x y dy u x y dy

y

u x y
u u u x y dy u x y dy

y

u x y u x yu x y u x y
dy dy dy dy dy

y y y y

u x yu x y

y y







   




   



  
     

   


 

 

其中

由于变形微小，所以有

'

1

( , )
( 1)

( , ) ( , )
=( 1) ,

y

y y

yy

u x y
dy dy

u x y u x yy
dy dy

y dy y



 

 
  

 
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' ' '

2 1

' ' '

3 1

(1 )

( , ) ( , )
tan

(1 ) (1 )

tan =

3 (1 )

( , ) ( , )
tan

(1 ) (1 )

x

y

y y y

x x

y

y

x

x x

y y

u
dx dx

x

u
dxu x dx y u x y ux

u u x
dx dx

x x

u

x

u
dy dy

y

u
dy

u x y dy u x y uy

u u
dy dy

y y



  




 





    
  

 
 


 




 





  
  

 
 
 

12边变形后的12边的长度

小变形条件下 ，

13边变形后的1 边的长度

tan =

x

x

y x
xy

y

u

y

u u

x y

  

   




 



 
    

 

小变形条件下 ，
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    第八讲：弹性力学的基本方程 

, ,

( , )( , )
=

, ,

1 1 1
( ), ( ), ( )

2 2 2

1
( )

2

y yx x
xx yy xy

xy xx yy xy xz yz

y yx x z z
xy xz yz

ij i j j i

u x y uu x y u

x y x y

u uu u u u

x y z x z y

u u u

   

     

  



  
   

   

    
     

     

 

第七节应变用位移表示的表达式

， ，

为了将 与 ， 用张量统一表示，我们将 作如下变换

将以上三式表示成张量形式

其中逗号“，”表示

( , )1
, ( )=

2

1
, ( )=

2

( , )1
, ( )=

2

x x x
xx

yx
xy xy

y y y

yy

i j

u u u x y
i x j x

x x x

uu
i x j y

y x

u u u x y
i y j y

y y y



 



  
   

  


   

 

  
   

  

的第 个分量对变量 求偏导

例如 时

时

时
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由材料力学中广义胡克定律一般形式 

1
[ ( )]xx xx yy zz

E
      

xy

xy
G


 

1
[ ( )]yy yy zz xx

E
      

1
[ ( )]zz zz xx yy

E
      

yz

yz
G


 

zx
zx

G


 

 x
 y

 z

 xy
 yx

 yz

 zy
 zx

 xz
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11 22 33

1

1
,

0

,

1 1
( ) 0

,G ,
2(1 ) 2

,

1
=

ij ij kk ij

kk ij

xy xy xx yy xy

xy

xy xy xy

y x
xy

xy xy

E E

i j

i j

i x j y i j

E E E

E

G

u u

x y

 
   

    

  
    


  





 


 


    



  

 
     

   


 
 
 

有上面的应力应变关系，推导出一般的张量表达式

其中 克罗内克符号

平面应力状态下例如当 时  

又

由 张量表达式知
1

( )
2 2

1

2 G
=

(1 )(1 2 ) 1 2

=2G

y x
xy

ij ij kk ij ij ij

ij ij kk ij

u u

x y

E E

E



 
     

 


  

   

 
 

 


 


  



由 可以推出用 表示 的表达式

引入拉梅系数 那么由应变的分量式

可以推出应力的分量式
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, ,

, , k,k

2 2 2

, , k,kj , , , ,2 2 2

, , k,

,

1
( )

2

= ( )

0

( ) =0

( )

ij ij

ij i j j i

ij i j j i ij

ij j

i i i
i jj j ij ij i jj i xx i yy i zz

i jj j ij

u u

G u u u

u u u
G u u u u u u u

x y z

G u u u

 



  



 



 

 



   
        

   

 

，

将以上求得的 带入应变关系式

得到

由应力单元体的平衡方程的张量表达式

即

动态时的平衡方程张量表达式
2

kj 2

, , k,k k,k

2

2 2 2

2 2 2

+

= [ ( ) ( ) ]
2

=0 0

+ +

ij i

i i

i i

i ij j i jj j ij ij j

ii

u
f

t

u u

p p

p n G u u u u n

T T

T T T

x y z

 


 






 




   

  

  

  

，

位移边界条件
一般微分方程都包含了面力位移边界条件

面力边界条件

前面我们推导出，单元体斜截面上的面力与单元体的应力之间的关系

下面介绍一些常见的微分方程的表示形式

热传导方程：

稳态热传导方程：

2 2 2

2 2 2

0

+ +
T T T T

s
x y z t





   
 

   
非稳态热传导方程:
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60 

纠缠多年的双层插值问题终于解决，意味着5aCAE软

件开发最后一道坎清除。早前肾结石掉落，现今心结
石消失，好事逢双，顿觉身轻。信步于桃子湖畔，看
满塘莲荷，绿肥红艳，吟成七律一首，以志纪念。 

  

出泥浮水露玉萍 

渐展渐张满塘青 

点点燃红千柱蜡 

田田遮暗一底荫 

风来影破归兰桨 

雨去盘倾滚冰晶 

历尽炎凉成正果 

清甜犹有忆苦心 
  

小注: 

点点＝离散； 田田＝连续；点点+田田＝双层插值 
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    第九讲：函数近似 
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1 1

1
1

1 1

1

(x) N (x) N (x)

(x)=(1 x) (0 1)

i i i i

i i
i i

i i i i

i i

u u u

x x x x
u u

x x x x

u u xu x

 




 



 

 
 

 

   

在规则化区间上

n n-1 …… 
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1 1 2 2 1 1

1

(x) i

(x) 1( 1)

0
(x)=

1

(x) (x) (x) (x) (x) (x)

(x)

i

i i

i

n

i i n n n n

N

x x N

i j
N

i j

u N u N u N u N u N u

u

 

 






     

全局形函数 ，就是如图（1）所示，节点为 的这条竖直线上，y=1

处向相邻两个节点延伸出的红色虚线组成的三角形部分

当 时 即本节点处形函数的值为

而在本节点的形函数在其他节点的取值为零即

对于一次单元近似函数 在节点处是不能求导

4 5

1 2 3 6

(x)

(x)

(x) (x)

(x)= (x)= (x)= (x)= =

u

u

N N

N N N N

的

我们从图（1）可以看出形函数都是针对节点而言的，本节点的形函数

的影响范围是与本节点相邻的两个节点之间的范围，对此作如下解释：

假设x是位于图（1）中4、5节点之间的点，这时对x点的函数值

有影响的节点只有4、5两节点，因为从形函数的性质，和 的表达式

可知，所有节点的形函数中只有 ， 不为零，其他节点的形函

数值均为零，即 1

4 4 5 5

(x)= (x) 0

(x)= (x) + (x) =

n nN N

u N u N u ax b

 



，

那么就可以推出 ，由图上可知形函数的图像

是一次的，那么求和之后的形函数仍然是一次的，也就是我们最初由曲边

梯形的曲边弧的两端点连成的直线。
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iu

( , )iN x y

( , )i ix y

1

( , ) ( , )
n

i i

i

u x y N x y u




( , ) 1i i iN x y 

( , ) 0i j jN x y 

二维形函数的图像下图所示 引进面积坐标的形函数，详见《有限单元
法》P105，这里不做详细介绍 
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第十讲：有限元法 

上节得出近似原函数的近似函数（一维情况） 

1 1 2 2 1 1

1

1 2

(x) (x) (x) (x) (x) (x)

(x), (x) (x)

(x) 1,2, n,

n

i i n n n n

n

u N u N u N u N u N u

N N N

u i

      





其中 都是一次线性函数，

这就造成 在节点 处不可导

用图像解释如下： 
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1

0
1

(x)
(x) (x) (x) (x)

(x) (x) (x)
= lim , (x)

i

n

i i

n

x x
x

i

du
u N u u dx u

dx

du du du
dx x u

dx dx dx


 






 



下面比较用 去近似计算 和用 去近似计算 的误差

每段 是一个常数，即两个节点间的 的

导数为常数。

图像如下： 
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 二维稳态热传导问题 

2 2
2

2 2

,

0

0ii

u u
u

x y

u

 
   

 

张量形式

0
u

k q
n


 



0u u 

（在Ω内） 

（在Гu上） 

（在Гq上） 

2 2

2 2
0

q

u u u
v dxdy v k q d

x y n




    
      

    
 

 等效弱积分形式 

 其中v为任意函数 



uq

u q u q    
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 由于 2

2

u v u u
v dxdy dxdy v dxdy

x x x x x  

     
    

     
  

2

2

u v u u
v dxdy dxdy v dxdy

y y y y y  

     
    

     
  

 得到 

2 2

2 2

x y

u u
v dxdy

x y

v u v u u u
dxdy v dxdy v dxdy

x x y y x x y y

v u v u u u
dxdy v n v n d

x x y y x y

v u v u u
dxdy v d

x x y y n



  









  
 

  

           
        

           

      
      

      

     
     

     



  

 

 
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 于是 

 

2 2

2 2

0

q

q

q u q

u u u
v dxdy v q d

x y n

v u v u u u
dxdy v d v q d

x x y y n n

v u v u u u
dxdy v v d v d v qd

x x y y n n









 

  

    
      

    

       
          

       

      
          

      



 

  

   

 假定 v v   ，且在Гu边界上 0v  ，得到 

q

v u v u
dxdy vqd

x x y y 

    
   

    
 
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( , )iN x y

( , )i ix y

1

( , ) ( , )
n

i i

i

u x y N x y u




( , ) 1i i iN x y 

( , ) 0i j jN x y 

将未知函数u近似为 

1 1 2 2

1

( , )

( , )

n n

n

j j

j

u x y N u N u N u

N x y u


   



得到 

1

q

n
j j

j

j

N Nv v
dxdy u

x x y y

vqd






   
  

    

 





由于 v 是任意的，令 v 分别等于N1到
Nn，就得到n个代数方程 

节点 单元 

72 



( 1, 2, , )j n
1 q

n
j ji i

j i

j

N NN N
dxdy u N qd

x x y y 


   
    

    
 

用矩阵表示为 
u fA

其中 11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
  

A

q
i if N qd


 

j ji i
ij

N NN N
a dxdy

x x y y

   
  

    


1

2

n

u

u

u

 
 
 

  
 
  

u

1

2

n

f

f

f

 
 
 

  
 
  

f
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1

1

= 0

=0.

j ji i
ij

i j

j j j ji i i i
ij

i j ij

A

N NN N
a dxdy

x x y y

N N

N N N NN N N N
a dxdy dxdy

x x y y x x y y

N N a



 

   
   

    



         
      

          



 

矩阵是带状矩阵，解释如下：

在积分 中积分区域为

也就是说只有当形函数 ， 的函数图象有公共部分 时

上述积分

如果形函数 ， 的函数图象没有公共部分上述积分

以右 1 6

1 6

6 61 1
16

12

( , ), ( , )

( , ), ( , )

0

1 1,2,3 ij

N x y N x y

N x y N x y

N NN N
a dxdy A

x x y y

i j n a

a a



   
   

    

 



图为例，两个图形分别是形函数 的图象

从图中我们不难看出 有公共部分所以积分

，矩阵 中第一行表示的意思是

当 时 时的积分 ，由上面的上面的例子我们可以知道

在第一行中不为零的元素就是与1节点相邻的节点2，3，4，5，6，7

所得到的积分 ， 13 14 15 16 17a a a a

A

， ， ， ， 。由此不难可以推出每一行不为零

元素的位置，这些不为零的元素刚好集中在主对角线附近，在矩阵 呈现

带状分布。

带状部分分布在两
条红色线之间的区
域，其余部分均为0 
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边界元法（BEM） 

 二维稳态热传导问题 

2 2
2

2 2
0

u u
u

x y

 
   

 

0
u

q
n


 



0u u 

（在Ω内） 

（在Гu上） 

（在Гq上） 

2 2

2 2

u u v u v u u
v dxdy dxdy v d

x y x x y y n  

         
        

        
  

 在有限元法的推导过程中，我们得到 



uq

u q u q    





 继续用分部积分 

2

2x

v u v v
dxdy un d udxdy

x x x x 




   
 

     
2

2y

v u v v
dxdy un d udxdy

y y y y 




   
 

     

v u v u
dxdy

x x y y

    
 

    
 对 

 从而有 

2 2

2 2

2 2

2 2

2 0

x y

u u v u v u u
v dxdy dxdy v d

x y x x y y n

v v v v u
u dxdy n n ud v d

x y x y n

v u
u vd u v d

n n

 

 

 



 





         
        

        

       
        

      

  
     

  

  

  

 



 即 
2 v u

u vd u v d
n n 

 
  

   
  

 

2 ( , )v Q P 

 由于v 是任意的，令 

( ) ,
( , )

0,

u P P
Q P ud

P


 



 
 

 


1
ln ( , )

2
v r Q P




   
2 2

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )r Q P x Q x P y Q y P   

 由δ函数的性质 



uq

QP







uq Q

P

( , )
( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ,

v P Q u
u P u Q v P Q Q d Q P

n n
 

  
    

  


 得到 

( , )
0 ( ) ( , ) ( ) ( ) ,

v P Q u
u Q v P Q Q d Q P

n n
 

  
    
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

( ) ,

( , )

0,

?
u P P

Q P ud P

P




  



 


  
  



当P在边界上，如何得到
边界积分方程？ 



uq Q

P


uq Q

P

 有两种途径。 

?



( , ) ( )
( ) ( , ) ( ) 0

P

v P Q u Q
u Q v P Q d Q

n n  




  
  
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

途径一： 

 其中 
2

1

1
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2
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v P Q Q d Q Q d

n n



 
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 应用罗必达法则 
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 
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 及 

 又 

 
0

lim P


   


  综合以上得到 



2 1

0,

1,

1( ) , is on a smooth portion of 
2

( )
, is at a sharp corner on 

2

P

P

C P P
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
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途径二： 
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
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
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 于是得到 
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 让P趋近B，得到 
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将未知函数u近似为 

1
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u
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代入方程 

节点 
单元 
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取P分别为所有节点ti，i＝1,2,…,n，得到代数方程组 

得到 

其中，D是对角矩阵 
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对任意节点，要么uk已知，要么qk已知。将已知量乘以矩阵
相应的列，并移到方程的右边，得到 

Ax = b

其中，x由未知的uk和qk组成。解出此方程就可以得到所有未
知边界未知量。 

再利用积分方程 
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可求得域内任意点的函数值。 
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边界积分方程赞 

 

解名基本体名空① 

流势对称造化功② 

究极探幽源奇异③ 

说强论弱理圆融④ 

微分转积承天运⑤ 

体积化边去人工⑥ 

热力电声皆可解⑦ 

能将有限事无穷⑧ 
 注: 

①基本解是物理定律（万有引力、库伦力等）在位势理论中的表达式。通过基本解，边界变量可以完全确
定物体内部状态。对线性问题，求解方程不需要考虑内域。 

②边界积分方程中势和流是对称对等的，因而应力计算精度高。在接触问题中施加平衡条件时，面力也是
现成的。 

③基本解的奇异性使得系统代数方程组的系数矩阵绝对占优，保证了数值计算的稳定性。 

④由于基本解的散度是△函数，边界积分方程是强形式，但对试函数的连续性要求比弱形式还要低。 

⑤由弱形式推导边界积分方程时用了两次散度定理，而散度定理是物质和能量守恒的数学形式。边界积分
方程与原微分方程完全等价，弱形式方程则是一种近似。 

⑥体积分转化为边界积分的过程中除了使用散度定理，没有引入任何人为假设。 

⑦对线性问题，不需要域内积分。对非线性问题，加上域积分即可。积分计算比微分更稳定，精度更高，
且不要求网格连续。 

⑧对电磁波，声场，地震波等涉及无限域的问题，边界积分方程自动满足无穷远处的边界条件，无需考虑
外域无限空间，只需物体表面网格。 


